
XXIV ONPCE: Oficina Nacional de Problemas de Corte e Empacotamento,
Planejamento e Programação da Produção e Correlatos

Programação por restrições para o problema de decisão do

empacotamento bidimensional

Charbel Daher Boulos, Ana Clara Nascimento dos Santos, Pedro Hokama1

Universidade Federal de Itajubá
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Neste trabalho é abordada a versão de decisão do problema empacotamento bidimensional
ortogonal (2D-OPP, do inglês Two-dimension Orthogonal Packing Problem). Este problema
tem como entrada um contêiner C com altura H e largura W , um conjunto de itens I, com cada
item i ∈ I tendo altura hi e largura wi. O objetivo é encontrar um empacotamento dos itens de
I em C (ou provar que não existe), respeitando os limites de C e a não sobreposição dos itens,
sendo que os itens não podem ser rotacionados e devem ter seus lados paralelos aos de C.

Na Figura 1, é mostrado um exemplo de instância do 2D-OPP onde o contêiner C possui
uma altura igual a 5 e uma largura igual a 5 também. Neste exemplo o conjunto de itens I
possui 3 itens e cada um com sua respectiva altura e largura.

Figura 1: Exemplo de instância do 2D-OPP com 3 itens.

Para resolver problemas de otimização é posśıvel utilizar variados métodos como Programação
Linear Inteira, programação por restrições, entre outros. Neste trabalho é usado a programação
por restrições (CP, do inglês Constraint Programming), que trabalha com um conjunto de
variáveis as quais cada uma tem um conjunto finito de posśıveis valores, denominadas por
domı́nio (nomenclatura D). Em CP descrevemos restrições para estabelecer como uma solução
do problema deve ser, utilizamos essas mesmas restrições para iterativamente reduzir o dominio
das variáveis e eliminar valores que tornariam a solução inviável.

No caso do problema do empacotamento 2D, com as especificações dadas anteriormente,
serão utilizadas duas variáveis para cada item i, Xi que representa a posição do item i no
eixo x (da largura) e Yi que será a posição do item i no eixo y (da altura). O domı́nio dessas
variáveis será D(Xi) = {0, ...,W −wi} para largura e D(Yi) = {0, ...,H −hi} para altura. Estes
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domı́nios garantem que nenhum item ultrapasse os limites de C. E também, para garantir a não
sobreposição dos itens, será adicionado a seguinte restrição para cada par de item i e j:

[Xi + wi ≤ Xj ] ou [Xj + wj ≤ Xi] ou [Yi + hi ≤ Yj ] ou [Yj + hj ≤ Yi] (1)

Neste trabalho são abordadas algumas formas encontrar um domı́nio inicial reduzido, deno-
minadas Padrões. Um Padrão é um conjunto de pontos formado por diferentes critérios, porém,
com o mesmo objetivo que é encontrar uma solução para empacotar todos os itens em C. Os
Padrões analisados neste projeto são:

Padrão Boschetti (B): No Padrão Boschetti [1] cada item i possui um conjunto BH
i que

contêm apenas os pontos formados pela combinação dos demais itens e que somados à
hi não ultrapassem a altura de C, por exemplo, para o item azul da Figura 1, D(Xi) =
{0, 2, 3}, pois ele só pode ser empacotado na base de C ou acima do item verde, ou acima
do item vermelho. O conjunto de pontos do Padrão Boschetti BH é formado pela união
de todos os BH

i , e analogamente o conjunto BW .

Padrão Meet in the Middle (M): O Padrão Meet in the Middle (MIM) [2] tem o objetivo
de diminuir a quantidade de pontos do Padrão Boschetti, ou seja, |M | ≤ |B|. O conjunto
de uma dimensão deste Padrão é formado pela união de outros dois conjuntos, e utiliza um
parâmetro de limite denominado t (do inglês, threshold). A partir deste limite traçado,
são obtidos, para a largura, o conjunto do Padrão da esquerda Lit (2) e o conjunto do
Padrão da direita deste limite Rit (3).

Lit =

x =
∑

j∈I\{i}

ωjξj : 0 ≤ x ≤ min{t− 1,W − ωi}, ξj ∈ {0, 1},∀j ∈ I \ {i}

 (2)

Rit =

W − ωi − x : x =
∑

j∈I\{i}

ωjξj , 0 ≤ x ≤ W − ωi − t, ξj ∈ {0, 1}, ∀j ∈ I \ {i}

 (3)

Unindo os dois conjuntos e removendo os repetidos se obtém o conjunto de cada item
para largura. Então, para encontrar o conjunto geral da largura Wt, basta fazer a união
de todos os conjuntos gerais de cada item, e escolher o limite t que minimiza o número
de pontos. Analogamente, para encontrar os conjuntos da altura será utilizado a mesma
ideia, assim, acima terá o conjunto Uit′ e abaixo o conjunto Dit′ . Da mesma forma que
foi feita na largura, para altura será feito a união dos conjuntos de cima e de baixo para
encontrar o conjunto geral da altura H ′

t.
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